
数列不等式证明的解题策略
福建省南安国光中学（邮编：362321）
黄清波（13799866355）ggezzjc@126.com
常见的数列不等式证明大多与数列求和或求积有关，这类题型一直是各类考试的热点，也是学生学习的难点。证明的过程中经常要用到放缩法或数学归纳法等难度较大的数学方法，需要学生有敏捷的数学观察力和熟练的转化能力，同时还要恰当的放缩度，技巧性强且难以操控，对学生知识以及思维能力要求较高。本文以2019年高考数学浙江卷理科第20题为例，从多个视角去考量这类问题的求解策略，希望读者从中受到启发，选择适合自己的方法。
题目：设等差数列
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成等比数列.
（I）求数列
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【分析】本题主要考查等差数列、等比数列、数列求和、不等式的证明等基础知识，考查推理论证能力、运算求解能力和综合运用能力，考查逻辑推理、数学运算等核心素养，难度较大。
策略一：数学归纳法
【分析】由于数列不等式与自然数有关，可优先考虑用数学归纳法.第一步，先验证
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解法1: （I）由已知条件易求得，
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（II）证明：
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我们用数学归纳法证明.

（1）当
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（2）假设
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那么，当
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即当
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根据(1)和（2），不等式
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【归纳】此法借助有限步骤实现无限问题的解决，思路清晰明了，原理简单可行，不失为证明数列不等式的通性通法.其解题步骤：①(归纳奠基)证明当
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这类题型，即不等式一侧是常数，此法便失去作用。
【变式】（2016春
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（I）当
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（II）猜想
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解：（I）当
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（II）由（I）猜想
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（1）当
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那么，当
[image: image77.wmf]1

nk

=+

时，
[image: image78.wmf]323

1311

(1)()

(k1)22(k1)

fkfk

k

+=+<-+

++

，
因为
[image: image79.wmf]2233232

1113131

0

2(k1)2(k1)2(k1)2k2(k1)

kk

kk

éù

+--

--=-=<

êú

++++

ëû

，
所以
[image: image80.wmf]2

31

(1)(1)

221

fkgk

k

+<-=+

+

（

）

.

根据(1)和（2）可知，对任意
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策略二：分项比较法

【分析】先将不等式左边看成数列
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解法2：（II）证明：
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上述各式相加，可得
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【归纳】此法通过探究，将原不等式转化为两个数列的通项的大小的比较，然后通过构造函数或数列，证明这个放缩可行。以
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；③进而把目标转化为求证
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这类题型，即不等式一侧是常数，此法也不能使用，需进一步转化。
【变式】已知数列
[image: image113.wmf]{}

n

x

的通项公式
[image: image114.wmf]1

n

n

x

n

=

+

，记
[image: image115.wmf]222

1321

nn

Txxx

-

=

…

，证明：
[image: image116.wmf]1

4

n

T

n

³

.

分析：将不等式左边看成数列
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证明：当
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综上可得，对任意的
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策略三：定积分法

【分析】求曲边梯形的面积是采用分割、近似代替、求和、取极限的方法，并由此抽象出定积分的概念，关键步骤是以小曲边梯形的面积近似值作为数列的项，再数列求和，把定积分与数列联系起来。
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如图，当
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同理，当
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 EMBED Equation.3  [image: image149.wmf](1,2,3,,)

in

=×××

。所以，
[image: image150.wmf]()

fi

要放大，裂项目标确定为
[image: image151.wmf]1

()

i

i

fxdx

-

ò

；
[image: image152.wmf]()

fi

要缩小，裂项目标确定为
[image: image153.wmf]1

()

i

i

fxdx

+

ò

。
本题可利用上述观点确定放缩目标，再证明放缩目标与数列的相应项的大小关系。由
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 解法3：（II）证明：
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上述各式相加，可得
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【归纳】此法借助定积分的几何意义充分挖掘数列不等式左右两边的几何意义，通过构造函数利用定积分的几何意义来解决问题，达到以简驭繁、以形助数的解题效果.通过定积分来探索放缩、裂项目标.题型要求：首先要求数列对应的函数有单调性，其次要能找到被积函数的原函数，如本题
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作为被积函数就很难找到原函数，可进行适当的放缩转化为简单的函数。同时，定积分法原则上只能解决“和型”数列不等式的证明，如果遇到“积型”数列不等式，可利用对数把它转化为“和型”数列不等式。以
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【变式】求证：对一切
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分析：令
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证明：当
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述三个策略各有优长，数学归纳法重点关注归纳递推，分析命题
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的差异及联系，分项比较法是将原不等式转化为两个数列的通项的大小的比较，定积分法借助定积分的几何意义来探索放缩、裂项目标.因此在证明策略的选择时，一定要对数列不等式左右两边多观察、多思考，不能生搬硬套，而应具体问题具体分析，尽可能“择其善着而从之”。
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