
          
一道高考题的解法探究
                                       徐祖德   福建省南安国光中学   邮编：362321    
【摘要】以2019•全国卷Ⅰ•理12高考真题为载体，通过化繁为简、抽象模型、提炼公式，将几何体外接球问题变得直观、通透，简化计算量，适合在实践中应用。
【关键词】高考真题；几何体外接球。










【题目呈现】（2019•全国卷Ⅰ•理12)已知三棱锥的四个顶点在球的球面上，，是边长为2的正三角形，，分别是，的中点，，则球的体积为（  ）




A．      	   B．          	C．      	 D． 
一、试题分析
本题紧扣课程标准，主要考查几何体的外接球的体积问题，以三棱锥为载体，考查学生化归与转化思想、数形结合思想，考查学生分析问题和解决问题的能力，考查学生逻辑推理、直观想象、数学运算等核心素养。
二、解法探究
【思路一】对一个正三棱锥来说，底面边长和侧棱长是两个基本量，这两个基本量确定了，这个正三棱锥的结构特征就确定了，外接球问题就自然解决了。于是本题可利用条件，建立等量关系求侧棱长，再求外接球的半径，从而求得外接球的体积。



[image: ]【解法一】设，则，又，


在中，由勾股定理可得，


在中，由中线定理知，


则，解得，





所以，过作平面，则垂足为底面正三角形的中心，



所以，设正三棱锥外接球半径为，则有，


解得，故球的体积为，故选 D．
【思路二】求得侧棱长后，根据各数据的特征，发现三条侧棱两两互相垂直且相等，于是可以将其补成正方体，从而可以快速求得外接球的半径，问题就迎刃而解。


【解法二】同思路一，先求得，又，






则，，均为等腰直角三角形，所以，，两两互相垂直，

于是可以将这个三棱锥补成一个棱长为的正方体，且正方体的外接球就是三棱锥的外接球，



设该三棱锥外接球半径为，则有，解得，

故球的体积为，故选 D．
【思路三】若对正三棱锥的性质“对棱互相垂直”非常熟悉，我们还可以通过几何证明三条侧棱两两互相垂直，从而大大简化计算。






【解法三】因为，分别是，的中点，所以是的中位线，



则，又因为，所以．




在三棱锥中，因为，为正三角形，所以．





又，所以平面，则，．




所以在正三棱锥中，，，两两互相垂直．
以下同解法二．
【思路四】前面三种思路局限在立体几何这个知识体系中，我们还可以利用空间向量的知识，转化条件，发现棱锥三条侧棱两两互相垂直的特殊性，从而使问题轻松解决。





【解法四】设，，，依题意知，且




因为，，，则





所以，则，所以，从而，



即，，两两互相垂直．
以下同解法二．
三、试题变式
【思考一】根据正三棱锥的底面三角形外接圆与棱锥的高构造一个圆锥，我们发现该圆锥的外接球即为正三棱锥的外接球，故可将正棱锥补成圆锥求解。






[image: ]【变式一】已知三棱锥的四个顶点在球的球面上，，是边长为的正三角形，则球的半径为__________．



     解析：如图，以的外接圆为底面，以为母线，将三棱锥补成一个圆锥，这时三棱锥的外接球即为圆锥的外接球，



在中，有，即，



在中，有，即，

所以．




【思考二】在本高考题中三棱锥具有“三棱两两互相垂直”这一特殊的几何性质，我们可以削弱条件，三棱锥中只有一条侧棱底面，我们可以通过补成柱体求解。





【变式二】已知三棱锥的四个顶点在球的球面上，平面，，



，，则球的半径为__________．
    




[image: ]解析：如图，以的外接圆为底面，以为高，将三棱锥补成一个圆柱，这时三棱锥的外接球即为圆柱的外接球，



在中，有，即，


在中，由正弦定理得，

所以．
通过以上分析，我们可以得到特殊几何体外接球半径的三种常见求解公式：
1、补方                      2、补锥                     3、补柱
     










                                     
四、题后反思
美国著名数学教育家波利亚说过，掌握数学就意味着学会解题，而想要学会解题，好的数学题目是关键，高考试题就恰恰是我们最佳研究对象。几何体的外接球半径问题，主要考查学生的空间想象能力、化归与转化能力和运算能力，已成为考高考查学生数学核心素养的重要载体。解决几何体外接球半径问题的关键是确定球心的位置，方法是先选择几何体的一面，确定此面多边形外接圆的圆心，再过此圆心作垂直此面的垂线，则球心一定在此垂线上，最后根据其它顶点的情况确定球心的准确位置。而“补方”、“补锥”、“补柱”是解决特殊几何体外接球半径问题行之有效的方法。
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