2021年3月发表于《理科考试研究》CN23-1365/G4
直观想象素养下离心率试题分析
福建省南安国光中学  黄清波
摘要：近几年高考离心率试题以直观想象立意，将平面几何的知识与直线、圆、圆锥曲线的定义相结合作为突破口，注重数形结合数学思想的考查，意在考查考生的直观想象核心素养，这就需要考生根据题意作出相应图形，尽量挖掘平面图形的特征和几何性质，借助形与数的关系建立关于
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的奇次方程求离心率.本文结合典例从几个视角探析如何解这类问题.
关键词：离心率、题型分析、变式训练、图形特征、几何性质
一.巧用平面图形的对称性

例1.（2020年福建省质检理科第7题）若双曲线上存在四点，使得以这四点为顶点的四边形恰好是菱形，则该双曲线的离心率的取值范围为
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【命题意图】本小题以双曲线为载体，考查双曲线的离心率等基础知识，

考查抽象概括能力、推理论证能力，考查数形结合思想，考查直观想象、数

学运算等核心素养.
【分析】由对称性知菱形的中心与双曲线的中心重合，根据菱形的两对角线

互相垂直，得到过原点且互相垂直的两条直线与双曲线相交，如图，结合渐近

线的对称性，可得双曲线渐近线与实轴的夹角大于
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，再通过渐近线斜率即
可解决问题.

解：不妨设双曲线方程为
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，则其渐近线与
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夹角大于
[image: image9.wmf]45

o

，即
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    【反思】破解此题的关键：一是活用性质——对称性，即菱形、双曲线、渐近线自身的对称性；二是活用图形的特征，即菱形的对角线互相垂直，且要使得菱形与双曲线有交点，必须是双曲线渐近线与实轴的夹角大于
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.借助形与数的关系构造关于
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的不等式，充分反应了高考命题的方向“多思少算”，完美体现了直观想象的数学素养.
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【变式】（2019年全国I卷理科第16题）已知双曲线方程为
[image: image16.wmf]22

22

:1(0,0)

xy

Cab

ab

-=>>

的左、右焦点分别为
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解析：如图，
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由双曲线渐近线的对称性，得
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二.巧用三角形的性质

例2.（2020年保定二模理科第11题）已知
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分别为双曲线
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的左、右焦点，过
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[image: image46.wmf]12

FAF

Ð

的平分线过点
[image: image47.wmf]1

(,0)

3

Mc

-

，则双曲线的离心率为
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【命题意图】本小题以双曲线为载体，考查双曲线的图象、离心率和角平分线性质等基础知识，考查抽象概括能力、推理论证能力，考查数形结合思想，考查直观想象、数学运算等核心素养.
【分析】利用已知条件，结合三角形角平分线的性质以及双曲线的定义，列出关系式，即可求解.
解法一（利用比值）：如图，若
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且双曲线通径
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解法二（利用等距离）：如图，
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     解法三（利用二倍角公式）：设
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由正切的二倍角公式
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【反思】破解此题的关键：一是活用角平分线的性质，可以考虑比值或等距离或利用倍角关系；二是活用图形的特征，如利用等面积法或利用三角函数定义，达到形与数的完美结合. 三角形是最重要的基本平面图形，很多较复杂的图形问题都可以化归为三角形问题，常用的结论：特殊三角形（等腰三角形、等边三角形、直角三角形）的特征，四心（重心、垂心、内心、外心）的性质，中位线性质、三角形相似比、直角三角形的性质（勾股定理、斜边中线定理、两直角边的乘积等于斜边与斜边上高的乘积等）等.

【变式】（2018年全国Ⅱ卷理科第12题）已知
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的左、右焦点，
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解析：由题意，椭圆的焦点在
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轴上，如图，设
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三.巧用四边形的性质

例3.（2020年泉州单科质检文科第11题）若椭圆
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的顶点和焦点中，存在不共线的三点恰为菱形的中心和顶点，则
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【命题意图】本小题以椭圆为载体，考查椭圆的图象、离心率等基础知识，考查抽象概括能力、推理论证能力，考查数形结合思想、化归与转化思想，考查直观想象、数学运算等核心素养.
    【分析】利用菱形的对角线垂直转化椭圆的顶点和焦点，构造直角三角形，利用椭圆的对称性，分3

种情况，画出图形，然后求解椭圆的离心率即可.
解：依题意，由菱形对角线互相垂直可转化为，在椭圆的顶点和焦点中找到不共线的三点能构成一个直角三角形，结合椭圆的对称性，只需考虑以下三种情况：

（1）如图1，若以顶点
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（2）如图2，若以焦点
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（3）如图3，若以焦点
[image: image143.wmf]B

为菱形的中心，
[image: image144.wmf]C

,
[image: image145.wmf]E

为顶点，则
[image: image146.wmf]CBEB

^

，易得
[image: image147.wmf]2

2

c

e

a

==

，故选D.

【反思】破解此题的关键：一是抓住菱形的对角线互相垂直，转化椭圆的顶点与焦点，构造直角三角形；二是利用椭圆的对称性，分情况讨论.在解题过程中要注意特殊四边形（菱形、矩形、正方形、梯形）的几何特征和性质，如菱形对角线互相垂直，并且每一条对角线平分一组对角；菱形的四条边相等；矩形的对角线相等；矩形的四个角都是直角等.
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【变式】（2016年山东卷理科第13题）已知双曲线
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解析：依题意，不妨设
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四.巧用圆的性质
例4.（2019年全国Ⅱ卷文科第12题）设
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【命题意图】本小题以双曲线为载体，考查双曲线、圆等基础知识，考查抽象概括能力、推理论证能力，考查数形结合思想、化归与转化思想，考查直观想象、数学运算等核心素养.
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    【分析】由题意画出图形，由相交圆性质得出
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解：如图，因为以
[image: image177.wmf]OF

为直径的圆与圆
[image: image178.wmf]2

2

2

a

y

x

=

+

交于
[image: image179.wmf]Q

P

,

两点,

所以
[image: image180.wmf]PQ

OF

^

.

若
[image: image181.wmf]OF

PQ

=

,则
[image: image182.wmf]PQ

过
[image: image183.wmf]OF

的中点
[image: image184.wmf]A

，即
[image: image185.wmf]PQ

为圆
[image: image186.wmf]A

的直径.
在
[image: image187.wmf]OAP

RT

D

中，
[image: image188.wmf]2

c

AP

OA

=

=

，得
[image: image189.wmf]c

OP

2

2

=

.

又点
[image: image190.wmf]P

在圆
[image: image191.wmf]2

2

2

a

y

x

=

+

上，所以
[image: image192.wmf]a

OP

=

.
所以
[image: image193.wmf]a

c

=

2

2

，故
[image: image194.wmf]2

=

e

.
【反思】破解此题的关键：一是能根据题意画出图形；二是充分利用平面几何中圆的有关性质得出
[image: image195.wmf]c
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的数量关系，从而求得离心率. 圆也是很重要的平面图形，有很多常用的结论：圆是轴对称图形，也是中心对称图形、垂径定理、有关圆周角和圆心角的性质定理、外接圆和内切圆的性质定理；点与圆的位置关系、直线与圆的位置关系、圆与圆的位置关系等.

【变式】（2020年福州质检理科第8题）已知双曲线
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两点，
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，则该双曲线的离心率为
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解析：求出双曲线的渐近线方程，利用圆的半径与半弦长，圆心到直线的距离满足的勾股定理求解.
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如图，双曲线
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两点，圆的圆心
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圆心到渐近线距离
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五.巧用函数图象的性质
例5. (2020泉州市三月质检文科第12题)若双曲线
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绕其对称中心旋转
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可得函数的图象，则
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的离心率可以是
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【命题意图】本小题以双曲线为载体，考查双曲线、函数图象的性质（任意性、唯一性）等础知识，考查抽象概括能力、推理论证能力，考查数形结合思想、化归与转化思想，考查直观想象、数学运算等核心素养.
【分析】利用双曲线旋转后是函数的图象，根据函数的概念及其图象特征，求出渐近线的斜率，然后求解双曲线的离心率.
解：根据函数的概念及其图象特征，可知双曲线
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绕其中心旋转
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可得某一函数的图象，即旋转后的一条渐近线恰好与
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轴重合，
故
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的一条渐近线方程为
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的实轴长、虚轴长、焦距分别为
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若
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的焦点在
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轴上，则
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若
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轴上，则
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故选
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【反思】近几年高考离心率的命题不再局限于最初求
[image: image239.wmf]c
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三者之间的关系,而是转变为在知识的交汇处命题,从而使题目新颖,灵活,符合考试说明提出的"以数学知识为载体,测量考生将知识迁移到不同情境的能力,从而检测学生已有的和潜在的学习能力".
解析几何研究的对象是几何图形及其性质，我们在处理离心率这类问题时，除了运用代数方法外，还要结合平面几何知识，充分挖掘几何条件，紧紧抓住图形的性质和平面几何相关联的知识，适时运用平面几何中的定理，问题就会迎刃而解，这不仅能够减少计算量，还可以起到事半功倍的效果.以此提升学生直观想象和数学运算的核心素养.
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