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近几年各级各类考试轨迹问题的命题不再局限于解析几何,而是转变为在知识的交汇处命题,将平面几何与解析几何、三角函数、立体几何、平面向量等融为一体，从而使题目新颖,灵活,符合考试说明提出的"以数学知识为载体,测量考生将知识迁移到不同情境的能力,从而检测学生已有的和潜在的学习能力".本文结合典例从几个视角进行剖析，引导学生思考如何在解题中建立轨迹意识.
1、 轨迹意识在解析几何中的应用

【典型例题】（2021
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的轨迹对应曲线的离心率取值范围为
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为坐标原点)的面积为定值
【命题意图】本小题考查轨迹问题、圆锥曲线的定义、圆锥曲线的性质与方程、命题真假判断等基础知识，考查抽象概括能力、推理论证能力，考查数形结合思想、方程思想、转化思想，考查数学抽象、直观想象、逻辑推理、数学运算等核心素养.

【思路探析】对于
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的轨迹是以
[image: image72.wmf],

CM

为焦点的双曲线，其中
[image: image73.wmf]21

ar

==

，
[image: image74.wmf]24

cCM

==

，故双曲线方程为
[image: image75.wmf]22

1

115

44

xy

-=

，故
[image: image76.wmf]B

错误；
当
[image: image77.wmf]2,12

mr

=££

时，如图2，点
[image: image78.wmf]T

的轨迹是以
[image: image79.wmf],

CM

为焦点的双曲线，方程为
[image: image80.wmf]22

22

1

4

44

xy

rr

-=

-

，所以离心率
[image: image81.wmf]4

c

e

ar

==

，当
[image: image82.wmf]12

r

££

时，
[image: image83.wmf]24

e

££

，故
[image: image84.wmf]C

正确；
当
[image: image85.wmf]22,2

rm

==

时，点
[image: image86.wmf]T

的轨迹方程为
[image: image87.wmf]22

2

xy

-=

，如图3，设
[image: image88.wmf](p,q)

S

，则
[image: image89.wmf]22

2

pq

-=

，直线
[image: image90.wmf]SN

的方程为
[image: image91.wmf]()

yqxp

-=--

，它与
[image: image92.wmf]yx

=

的交点
[image: image93.wmf]N

的坐标为
[image: image94.wmf],

22

pqpq

++

æö

ç÷

èø

，所以
[image: image95.wmf]2

2

ONpq

=+

，
[image: image96.wmf]2

2

SNpq

=-

，所以
[image: image97.wmf]22

11

242

SNO

pq

SONSN

D

-

=´×==

为定值，故
[image: image98.wmf]D

正确；综上，选
[image: image99.wmf]ACD

.
[image: image1.wmf]g

[image: image398.png]


[image: image399.png]



【反思】一般情况下，轨迹问题中，所有的动点等动元素都肯定是在一个不变的背景下或着框架下运动的，或者说动点轨迹一般都是确定的，有的时候题目直接交代了，属于“显轨迹”，有的题目没有明确交代，可称为“隐轨迹”，发现这些轨迹路径，这类问题将不再无迹可寻.

破解此类问题的关键：一是对图形变化要有动态的认识——通过对图形结构的理解、探索，能够建立良好的形与数的联系，迅速挖掘隐藏的轨迹,找到轨迹，就找到了要害，所以解题要树立用轨迹思想解决动态问题的意识，并且反复强化，达到熟能生巧的地步；二是熟练掌握求轨迹的方法，如熟悉几类特殊曲线定义的定义法、求出符合各条件对应点轨迹的公共部分的交轨法、含参的动点坐标消参的参数法、直接将条件翻译成等式并化简得到的直译法等.
【变式】（2020
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14）在平面直角坐标系
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【思路探析】设
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所以
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二、轨迹意识在解三角形中的应用

【典型例题】已知
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【命题意图】本小题以三角形为载体，主要考查正余弦定理、面积公式、基本不等式等基础知识，考查逻辑推理、直观想象、数学运算等核心素养.
【思路探析】本题如果能够理解三角形中点、线的运动和静止的关系，利用轨迹的思想数形结合地解决问题，将能出奇制胜、化繁为简.
解：（1）在
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由正弦定理得
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(2)以
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的中垂线所在的直线为
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【反思】在解这类三角形的有关问题,我们关键是抓住边或角的某种定量关系,探索出三角形的某个顶点运动的轨迹,用"形"的观点去解决所要研究的问题.这种数形结合的解题方法,使问题的求解更加直观形象.
【变式】（2013
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三、轨迹意识在平面向量中的应用
【典型例题】（2018
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13）已知等边三角形
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【命题意图】本小题以三角形为载体，主要考查平面向量及应用、圆的相关知识等，考查逻辑推理、直观想象、数学运算等核心素养.

【思路探析】首先建立直角坐标系，设点
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解：如图，以
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化简得
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，解得
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【反思】在平面上给定相异两点
[image: image256.wmf],

AB

，动点
[image: image257.wmf]P

满足
[image: image258.wmf]PAPB
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，则动点
[image: image259.wmf]P

的轨迹为圆.
在平面上给定相异两点
[image: image260.wmf],

AB

，动点
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满足
[image: image262.wmf]22
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是定值，则动点
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的轨迹为圆.
在平面上给定相异两点
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时，则动点
[image: image269.wmf]P

的轨迹为圆，此圆我们称作阿波罗尼斯圆.
【变式】在平面直角坐标系
[image: image270.wmf]xoy

中，点
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，点
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的横坐标的取值范围是        .
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解：设
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则点
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为圆
[image: image288.wmf]O

在圆
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联立
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，解得
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结合图形，可知
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四、轨迹意识在立体几何中的应用

【典型例题】（2020
[image: image294.wmf]g

全国新高考Ⅰ卷
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16）已知直四棱柱
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的棱长均为
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，
[image: image298.wmf]60
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BAD
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．以为球心，为半径的球面与侧面
[image: image299.wmf]1

1

B

BCC

的交线长为________．
【命题意图】本小题以四棱柱为载体，考查点线面间的位置关系，涉及到动点的轨迹问题等，考查了化归与转化的思想，考查直观想象、逻辑推理和数学运算核心素养，体现基础性与创新性，有一定难度.
【思路探析】根据已知条件易得以
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,
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侧面
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，可得侧面
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与球面的交线上的点到
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的距离为
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，可得侧面
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BCC

与球面的交线是扇形
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的弧
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，再根据弧长公式可求得结果.
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    解：如图，取
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，

因为
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所以
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又四棱柱
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[image: image325.wmf]1111

BBBCB

=

I

，所以
[image: image326.wmf]1

DE

^

侧面
[image: image327.wmf]11

BCCB

，

设
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为侧面
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[image: image330.wmf]1

DEEP

^

，

因为球的半径为
[image: image331.wmf]5

，
[image: image332.wmf]1

3

DE

=

，所以
[image: image333.wmf]22

11

||||||532

EPDPDE

=-=-=

，

所以侧面
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与球面的交线上的点到
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的距离为
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因为
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，所以侧面
[image: image338.wmf]11

BCCB

与球面的交线是扇形
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的弧
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所以根据弧长公式可得
[image: image343.wmf]»
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【反思】解决这类问题主要有两种方法：一种是几何法，化立体为平面，通过几何证明或几何关系分析，由几何图形的定义，确定动点轨迹；另一种是代数法，化几何为代数，通过向量的表示和运算将原问题转化为代数问题，得到动点的轨迹方程，根据方程形式判断轨迹.
【变式】（2020
[image: image344.wmf]g
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10）
在长方体
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的中点，动点
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,则点
[image: image353.wmf]P

的轨迹与长方体的面
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【思路分析】依题意画出图形，由角的关系得到边的关系，建系后由求轨迹方程的方法求得
[image: image363.wmf]P

的轨迹，进而求得交线长.
  解（降维法、坐标法）：如图，当
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在平面
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在
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则
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则此圆与平面
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五、解题感悟
《普通高中数学课程标准（2017年版2020年修订）》提出“在高中数学的教学中，要注重数学的不同分支和不同内容之间的联系”，高考大纲也提出了数学整体性和综合性的要求，轨迹问题利用基本对象的几何要素、几何性质的转化，建立数与形的联系，将立体几何、平面几何与解析几何等融为一体，凸显了知识的应用性，更好的实现问题的解决。

本文结合典型例题从几个视角进行剖析，引导学生思考如何在解题中建立轨迹意识.内容新颖、实用.解决这类问题，首先，学生会作图、构图、识图，对图形变化要有动态的认识，通过对图形结构的理解、探索，能够建立良好的形与数的联系，形成轨迹意识；其次，学生对求轨迹的方法要形成规律性和系统性；最后，通过多看多练，体会问题的外在形式虽在不断变化，但解决问题的轨迹意识不变，进而循序渐进地领悟数形结合的核心思想.
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