借助数学思想巧解高中函数“零点”问题
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摘要：函数的零点与方程的根是人教版新课标教材中新增内容。这一节内容不多，却蕴含了丰富的数学思想方法。在学习了函数的概念、函数的图象与性质后学习本节内容非常及时，也是非常必要的。函数是高中数学中的重要内容，函数思想贯穿整个高中数学，让高一学生从学习了函数后就了解这种思想，强化这种意识，便于在将后的学习中不断地体会深化，更深刻地理解数学思想方法在解题中的地位和应用。
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前言：

在数学课堂教学中，大部分学生存在这样一个问题：同一类型的题目，老师讲解多遍，但是解题水平仍然停留在最原始的阶段，不能面对灵活多变的题目。只要条件稍稍有一些改动，则不知所措。对此的最根本原因就是学生缺乏真正的解决问题的能力以及不了解解题的本质方法。岂不知，这些问题都是我们自己一手制造的。小学数学教学内容是系统性的知识，例题的代表性只有典型的处理方法并没有完全体现数学思想方法，因此在课堂上将教学内容与思想方法相融合教学有助于学生提高解题水平和数学思维能力。
一、运用分类讨论思想，巧解“零点”问题
分类讨论思想就是在解答某些数学问题时，有时会遇到多种情况，不能进行统一研究时，可以将题目中的研究对象进行分类，然后利用现有的条件对不同的对象进行讨论分析，然后给出每一类的结果，最后综合得出整个问题的解答。因此，在函数教学中，教师要充分利用教材，运用分类讨论方法，巧解函数问题，不断培养学生分类讨论思想。
函数的零点问题(即方程的根)是高中新课程中出现的新概念，虽所占课时不多，但其在重大考试中却常以大题甚至压轴题出现，因为多种数学思想方法蕴含在零点问题的研究中，能有效考查学生的思维能力。下面通过一道高考题加以解析。
例如，给出这样一道高考题：“已知[image: image1.png]


是实数，函数[image: image2.png]f(x)= 2ax’+ 2x—3—




，如果函数[image: image3.png]y= f(x)



在区间[image: image4.png][-1, 1]



上有零点，求[image: image5.png]


的取值范围。对于这道题，学生比较多地想到讨论零点的个数，结合根的分布解决问题。”
方法一：若[image: image6.png]


=0，不符合；若[image: image7.png]


≠0，分为一解和两解：
一解：（1）[image: image8.png]


，解得[image: image9.png]


，检验得[image: image10.png]3+V7




符合；

（2） [image: image11.png]f(—1)f(1) <0, (a—5)(a—1) <0



，即[image: image12.png]


.

两解：（1）[image: image13.png]a>0
—1<-1<1

a

A>0
f(-1)=0
f() =0



解得[image: image14.png]a>5



；
（2） [image: image15.png]a<0
—1<-1<1

a

A>0
f(-1<o0
f() <o



解得[image: image16.png]


；
综上得[image: image17.png]—3+V7




或[image: image18.png]


；值得注意的是分类讨论必须抓住讨论的关键所在，做到思路清晰，不重不漏。
二、数形结合，巧解“零点”问题
“数”与“形”是同一个事物的两个方面。数形结合思想就是以“形”判“数”，以“数”论“形”。在一定条件范围里“数”与“形可以相互转化、相互渗透。一言以蔽之，处理函数“零点”问题时，可充分借助数形结合思想加以求解，以便较好地体现直观想象、数学运算的核心素养。
方法二：方程[image: image19.png]2ax’+ 2x—3—a=0



整理得：[image: image20.png](2x* —1)a=3 — 2x



。
当[image: image21.png]I+

w %



时，[image: image22.png]


无解；
当[image: image23.png]I+

w %



时，[image: image24.png]


;
令[image: image25.png]


，对该函数求导得[image: image26.png]


(舍)

可得g(x)在[-1，1]上的图像得：
[image: image27.png]—3+V7




或[image: image28.png]


；
点评：函数自身有图像，因此数形结合思想在函数中应用十分广泛，如求函数的值域、单调性、两个函数图像的交点等，而确定函数[image: image29.png]f(x)



零点的个数主要有两种途径：（1）直接通过解方程[image: image30.png]f(x) = 0



，可得方程解的个数；（2）将函数的零点转化为方程的根，如果不易判断出方程根的个数，可再考虑构造新函数，通过作出它们的图像可得交点个数，即为[image: image31.png]f(x)



函数的零点个数。
三、化归与转化思想，巧解“零点”问题
有一些数学问题的形式较为新颖，无从下手时，学生可以通过分析观察，推理类比等方法，将其转化为常见的数学问题，然后利用现有的恰当的数学方法进行解答。将陌生的问题，通过一定的数学方法转化常规的数学问题然后进行解答就是利用了化归与转化思想，这一个数学思想方法在“零点”问题可以得到充分的体现。
一下例子就是利用了化归与转化思想来解决问题。学生可以通过分析，进行参数分离，可把函数[image: image32.png]f(x)



的零点问题转化为求函数值域的问题，以达到解决问题的目的。
方法三：方法二：方程[image: image33.png]2ax’+ 2x—3—a=0



整理得：[image: image34.png](2x* —1)a=3 — 2x



。
当[image: image35.png]I+

w %



时，[image: image36.png]


无解；
当[image: image37.png]I+

w %



时，[image: image38.png]


;
令[image: image39.png]3-2c=t, te[l, 5], x=2



，则设[image: image40.png]



设[image: image41.png]h() = t+2-6



，对[image: image42.png]h(t)



求导可得[image: image43.png]h(t) € [2V7 - 6, 2]



，且不为0。
所以[image: image44.png]


或[image: image45.png]gt =1



，
即[image: image46.png]—3+V7




或[image: image47.png]


；
化归和转化可以把陌生或较为复杂得问题变为较为熟悉得题目背景，但转化要注意问题得等价性。
四、归纳猜想思想，巧解“零点”问题
数学问题一般具有规律性，学生可以通过总结和归纳总结出来其中的规律，从而应用在类似的题目之中。有一些题目出题方法比较偏僻，条件不充分或者信息不完整，这时候一般是题目中隐含着一些常见的知识点或者规律，将这些规律和条件结合起来就可以解决问题。这个过程需要学生在前期积累一定的做题量以及归纳处题目规律，然后在遇到相类似的题目时，可以准确地猜想题目并将将自己归纳的知识以及运用在题目中。
例如：已知mx²+x+1=0有且只有一个根在区间（0，1）上，求m的取值范围。这个题看似只有两个条件，一个是函数只有一个根，第二个条件是根在区间（0，1）上。我们可以设f(x)=mx²+x+1时，由二分法可知，一般的对于函数f(x),若f(a)*f(b)<0,那么函数y=f(x)在区间（a,b）上至少有一个零点，但是不确定是否唯一，但是我们要注意的是，方程f(x)=0有且只有一个根时，不仅时f(a)*f(b)<0,也有可能是f(a)*f(b)=0。有了这些条件以后，我们就可以很容易的求解了，当m=0时不符合题意，当m0时，mx²+x+1=0有且只有一个根在（0，1）上，且f（0）=1>0，所以f（1）<0，得m<-2,或者f（1）=0，得m=-2，代入原方程不符合题意。综上得m<-2。如果我们只看题中给的条件的话，我们很难解的出这道题，但是我们通过总结相似方程的特征可以判断出我们需要的条件和题中隐含的条件，这样很容易就把题解了出来

总结：
总之，在数字课室教学，教师需要运用数学新理念，在教学内容上不断渗透数学思想方法，在讲解的过程中使学生逐步掌握数学思想方法，使学生面对不同题目时可以灵活解决数学问题，事半功倍。当然，在解决零点问题的过程中，可能几种思想方法互相渗透结合来使用，而且函数与方程的思想也贯彻始终，学生应该相信带着思想方法解决问题，能非常有效地提高分析问题的能力和思维能力。
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