2018年高考全国Ⅰ卷理科数学第21题的若干思考
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一、试题呈现

（2018年高考全国Ⅰ卷理科数学第21）已知函数

（Ⅰ）讨论的单调性；



（Ⅱ）若存在两个极值点，证明：
二、初步分析
题目所给的函数是由反比函数、正比例函数、对数函数三个基本初等函数通过四则运算组合而成，给考生的感觉是题干简洁，看了就会想往下做，具有一定的亲和力．第一问讨论函数的单调性，中等生基本能拿到分数，第二问证明不等式，对考生的思维能力、运算能力等要求较高，且要懂得利用第（1）问的结论，敢于代入不等式的左边进行化简，才能顺利求证不等式．
三、第（Ⅱ）问错误解法的思考



试题第（Ⅱ）问引入了双元，进而证明一个斜率型的不等式，很多学生由于思维定势，把“存在”看成对“任意的”，从而产生如下的想法：




不妨设，则， 所以等价于．



构造函数，则函数在单调递增．


事实上，这样的问题等价是错误的．理由就是把存在性问题，看成任意性问题，且没有注意到与还是互相关联的，导致产生错误的解法．
四、试题第（Ⅱ）问多种解法的思考


解法一：构造关于或的函数


由第（Ⅰ）问知，存在两个极值点当且仅当．





由于[image: ]的两个极值点满足，所以．不妨设，则．由于




所以等价于








设函数，由（1）知，在单调递减，又，从而当时，．所以，即．


评注：本法为参考答案的解法，属于常规解法．若把用替换也可构造出另一个新函数进行证明，本质是一样的．

解法二：构造关于的函数






由第（Ⅰ）问知，存在两个极值点，当且仅当,且两个极值点分别为和，则有，．


同前述恒等变形可知，等价于，


且等价于．

令．




当时，，所以在递减，


又当时，，



所以当时，，即,从而，原不等式得证．



评注：由第（Ⅰ）问有可知三者是存在一定的内在联系的，是互相牵制的，只要选定其中一个为变量，就可构造出新函数，于是也可以构造出关于的函数，但中间要利用到洛比达法则或极限的思想进行说明．
解法三：利用函数的单调性


由第（Ⅰ）问知，存在两个极值点，当且仅当．



由于两个极值点满足，所以，


不妨设，则．


由于等价于，


且等价于,

令,

则原不等式．


令，则．


故欲证明原不等式成立，只需证明：当时，．


以下先证明：当时，．

记，



由，知在单调递减，




故当时，,即当时，．

所以当时，

．
从而，原不等式得证．


评注：在构造新函数前，必须把参数消去，如果所构造的函数含有参数将使求解陷入死胡同，难以为继．
解法四：利用整体换元构造函数


由第（Ⅰ）问知，存在两个极值点，当且仅当．



由于两个极值点满足，所以，


不妨设，则．


同前述恒等变形，知等价于，


且等价于．


令，则，以下略．


评注：利用等式，把不等式转化为关于的齐次式，再通过整体换元使问题求解．
五、试题题源的思考








很多老师看到全国1卷的这道函数与导数试题，第一时间就想到2011年湖南文科第21题：设函数（1）讨论[image: ]的单调性；（2）若[image: ]有两个极值点和，记过点的直线的斜率为，问：是否存在，使得若存在，求出的值，若不存在，请说明理由．
笔者以为，不能因为找到了高考题的题源，就认为高考出这种题目水平太低了，而是要深入地去反思？为什么高考敢这样考？笔者认为，这种题目是经典题，它蕴含着很多数学的思想方法，是可以区分不同思维层次的考生，所以高考敢于用推陈出新命题手法命制试题，这应该引起一线教学的重视．
六、对函数与导数中双元问题的复习思考
17世纪，数学的发展突飞猛进，实现了从常量数学到变量数学的转折．变量数学又经历了单变量到多变量的发展变化．应该说中学阶段在研究变量问题时，更主要的还是以单变量问题为主．所以，这就给了我们求解双变量问题的启发，即：想方法设法把双元问题通过换元或其它方法，转化成单变量问题，才能进行问题求解．事实上，本文提供的四种方法的本质都是转化成构造单变量函数问题．
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